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Аннотация. Цель работы – определение максимально возможной концентрации частиц измель-
ченного зерна при их плотной укладке треугольником в один слой на поверхности. Предложен способ 
определения размеров частиц измельченного зерна, который основан на фотографировании проб зерна 
и обработке полученного изображения. Его реализация подразумевает распределение частиц на поверх-
ности без их пересечения. Для этого нужно знать максимально возможную концентрацию частиц, ко-
торая достигается при их укладе. Рассмотрены три способа расчета площади частиц измельченного 
зерна. При расчетах допускается, что частицы располагаются на плоскости плотными рядами в один 
слой так, что центр частицы каждого четного слоя смещен относительно нечетного на величину ра-
диуса частицы. При «грубом» расчете все частицы укладываются в два ряда, при этом количество ча-
стиц в рядах одинаковое или отличается не более чем на 1 частицу. При уточненном расчете рассма-
тривается площадь, занимаемая 3 частицами с учетом пустот вокруг них. В случае точного расчета 
возможны случаи как с остатком частиц в рядах, так и без остатка. Условием отсутствия «лишних» 
частиц является деление без остатка суммы частиц в четном и нечетном ряду на три. При этом 
возможны два случая: равенство частиц в четном и нечетном ряду и количество частиц в четном 
и нечетном ряду с разницей в 1 частицу. При рассмотрении всех трех случаев получены выражения 
для расчета площадей, занимаемых N количеством частиц заданного размера. Представлены сравни-
тельные результаты расчетов площадей тремя способами, а также сравнение с экспериментальными 
результатами. Установлено, что при расчете укладки частиц треугольником ошибка грубого расчета 
относительно точного не превышает 5 % при количестве частиц, большем 95, а между уточненным 
и точным – большем 15 шт. Достаточно применения менее трудозатратного по сравнению с точным 
уточненного расчета, а сходимость теоретических и экспериментальных результатов составляет бо-
лее 90 % при диаметре частиц до 1,7 мм и 70 % – при диаметре частиц 2,75 мм.
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Введение. Концентрированные корма игра-
ют важную роль в кормлении сельскохозяй-
ственных животных и птиц [1, 2–4, 9]. При этом 
важно соблюдение размеров измельченного зер-
на в соответствии с требованиями нормативных 
документов. Для определения размеров измель-
ченного зерна традиционно проводят рассев его 
проб [5, 7]. Нами предложен новый способ, осно-

ванный на фотографировании проб зерна и об-
работке полученного изображения [6]. При этом 
необходимо стремиться к распределению частиц 
на поверхности, не допуская их пересечения. 
Для этого нужно знать максимально возмож-
ную концентрацию частиц, которая достигается 
при их укладе треугольником. Поэтому целью 
работы является определение максимально воз-
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можной концентрации частиц измельченного 
зерна при их плотной укладке треугольником 
в один слой на поверхности. 

Задачи исследования: 
− вывести теоретические зависимости 

для определения площади, занимаемой части-
цами измельченного зерна, от их размеров;

− оценить влияние параметров частиц 
измельченного зерна на их концентрацию 
при укладке треугольником.

Объектом исследования является процесс 
распределения частиц измельченного зерна 
в один слой на поверхности.

Методика и материалы исследований. 
При расчете введено допущение, что частицы 
располагаются на плоскости плотными рядами 
в один слой так, что центр частицы каждого чет-
ного слоя смещен относительно нечетного на ве-
личину радиуса частицы. Количество частиц 
в четном k и нечетном j рядах определяются ус-
ловиями: j ∈ N, k ∈ N, при равном количестве ря-
дов j = k; при неравном – k = j – 1.

Количество частиц в рядах j и k может быть 
определено выражением:

,       (1)

где  – количество четных рядов c j частицами, 
которое определяется как наименьшее целое 
от деления полных рядов i на два;

i –  – количество нечетных полных рядов 
с k частицами;

z – остаток частиц.
Возможны несколько способов расчета. 

При «грубом» расчете все частицы плотно укла-
дываются в два ряда, при этом количество ча-
стиц в рядах одинаковое или отличается не бо-
лее чем на 1 частицу. Под площадью пятна при-
нимается область, ограниченная контурами 
частиц по периметру пятна. При укладке частиц 
треугольником выделяются условные площади: 
Sобл – площадь «незанятой» области, образуемая 
при соприкосновении между собой трех частиц; 
Sокр – площадь проекции частицы с диаметром 
d на горизонтальную плоскость; Sзап – площадь, 
занимаемая соприкасающимися между собой 
тремя частицами, включая свободные области 
(рис. 1).

Для рассматриваемого случая площади Sобл 
и Sзап равны соответственно:

 (2)

Sзап = 3 ∙ Sокр + 4 ∙ Sобл =

       (3)

Рисунок 1 – Расчетная схема 
к определению площади заполнения 
при укладке частиц треугольником

Коэффициент заполнения пространства вну-
три «пятна» равен:

         (4)

В качестве фигуры для раскладки частиц 
рассматривается прямоугольник, обеспечиваю-
щий наименьший периметр P (квадрат). В слу-
чае наличия остатка z, не позволяющего уло-
жить N частиц в «квадрат», осуществляем пере-
расчет сторон нового «квадрата» таким образом, 
чтобы наименьшее потенциальное количество 
уложенных в него частиц было не больше имею-
щегося числа частиц N:

z = N – M ≤ 0.                           (5)

где z – остаток частиц, не помещающихся в «ква-
драт»;

M – наименьший «квадрат», который поме-
щается в N частиц.

В случае грубого расчета определение пло-
щади пятна осуществляется с наименьшими 
трудозатратами по формуле:

Sпят.груб = N(2Sобл.кв + Sокр) =

,                (6)

где  .
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В случае уточненного расчета рассматрива-
ется площадь, занимаемая 3 частицами с уче-
том пустот вокруг них Sобл: 

   (7)

где Sч, Sнз – площадь, занимаемая N частицами 
с диаметром d, и площадь, образуемая при кон-
такте частиц соответственно; 

3 – наименьшее количество частиц, обеспе-
чивающее раскладку треугольником; 

6 – наибольшее количество «пустот» 
при плотной укладке треугольником (рис. 2).

Рисунок 2 – Пояснение к уточненному 
расчету

В случае усложненного расчета при укладке 
треугольником, обеспечивающем наименьший 
периметр (точном расчете), возможны случаи 
как с остатком частиц в рядах (рис. 3 а, б), так 
и без остатка (рис. 3 в, г). Условием отсутствия 
«лишних» частиц является деление без остат-
ка суммы частиц в четном и нечетном рядах 
на три. При этом возможны два случая: равен-

ство частиц в четном и нечетном рядах (рис. 3 в) 
и количество частиц в четном и нечетном рядах 
с разницей в 1 частицу (рис. 3 г). 

Условие образования фигуры с наименьшим 
периметром при треугольной раскладке будет 
выглядеть следующим образом: 

                       (8)

                      (9)

Решение системы (8) даст уравнение:

(2a⌊i⁄2⌋ – 1) ∙ ⌊i⁄2⌋ + z = N,                 (10)

2a⌊i⁄2⌋2 – i2 – (N – z) = 0,                   (11)

где а – ширина двух смежных рядов частиц.
При z = 0, а также i ∈ N будем иметь два кор-

ня, но верным в нашем случае будет только по-
ложительный, а именно:

                 (12)

При равенстве частиц в рядах i выражение 
(8) имеет вид:

                (13)

.                     (14)

Рисунок 3 – Раскладка: а и г – при неравном количестве частиц в четном и нечетном рядах;  
б и в – при равном количестве частиц в четном и нечетном рядах

а                                            б                                          в                                        г
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Решение системы уравнения (13) приведет 
к тому же результату:

2(⌊i⁄2⌋ ∙ a – 1/2) ∙ ⌊i⁄2⌋ + z = N,          (15)

2a⌊i⁄2⌋2 – ⌊i⁄2⌋ – (N – z) = 0.            (16)

⌊i⁄2⌋ = (1 + √(1 + 8a ∙ N))/4a.           (17)

Рассмотрим случай, когда z ≠ 0. Для этого 
определим площади, занимаемые частицами. 
Области, образующиеся при укладке частиц 
с равным и неравным количеством в четном 
и нечетном рядах, равны между собой. Для их 
расчета будем пользоваться расчетной схемой 
на рисунке 4 а, так как количество видов харак-
терных областей в этом случае перекрывает все 
возможные варианты.

Рисунок 4 – Расчетная схема 
к определению площадей характерных 

областей: а – с равным количеством частиц 
в четном и нечетном рядах; б – с неравным 
количеством частиц в четном и нечетном 

рядах
Определение площади характерной обла-

сти 1:

 

             (18)

  (19)

Определение площади характерной обла-
сти 2:

 

             (20)

Определение площади характерной обла-
сти 3:

 

                        (21)

 

  (22)
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Определение площади характерной обла-
сти 4:

                (23)

.

Из выражения (2) находим:

Из рисунка 4 определяем:

 

               (24)

Определим величину стороны квадрата, за-
нимаемую частицами при раскладке треуголь-
ником. Для этого обратимся к рисунку 5.

Исходя из схемы, представленной на рисун
ке  5, значение стороны квадрата, занимаемого 
частицами при расположении треугольником, 
равно:

   (25)

Тогда с учетом данных, представленных 
на рисунке 4, и уравнения (25) выражение (17) 
запишется как:

  (26)

При неравном количестве частиц в смежных 
рядах получим:

Полученный результат количества частиц 
в первом ряду i округляем до целого значения, 
а количество пар рядов j округляем с точностью 
до 0,5. 

По полученным значениям [i] и [ j] проверяем 
относительную ошибку сторон «квадрата»:

.  (27)
Тогда площадь, занимаемая при неравном 

количестве частиц, запишется следующим 
образом:

Sпят.точ = Sпят.груб – S1(2[ j] – 2) – 2S2–

–(2[i] – 3)S3 – 2S4 – |z|π d2⁄4 – 2Sобл|z|,      (28)

где Sпят.груб – площадь, занимаемая частицами 
«грубо»:

Sпят.груб = [i][ j] d2.

При равном количестве частиц в рядах:

          (29)

Полученный результат количества частиц 
в первом ряду i округляем до целого значения, 
а количество пар рядов j округляем с точностью 
до 0,5. 

По полученным значениям [i] и [ j] проверяем 
относительную ошибку сторон «квадрата»:

     (30)

Тогда площадь, занимаемая при равном 
количестве частиц, запишется в виде:

Рисунок 5 – Расчетная 
схема к определению 
величины стороны 
квадрата: а – с равным 
количеством частиц 
в четном и нечетном 
рядах; б – с неравным 
количеством частиц 
в четном и нечетном 
рядах                              а                                                            б 
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Sпят.точ = Sпят.груб – S1(2[ j] – 2) – 2S2–

– (2[i] – 2 – |z|)S3 – 2S4– |z|π d2⁄4 – 2Sобл |z|.  (31)

Результаты исследований. На основании 
выражений (6) и (7), (28) и (31) построены 
зависимости площади заполнения частицами 
от их диаметра при грубом, уточненном 
и точном расчетах (рис. 6). Из графиков видно, 
что с увеличением числа частиц на поверхности 
сходимость возрастает. Для количества частиц 
25 шт. ошибка грубого расчета относительно 
точного составляет 6,86 %, а уточненного – 
3,67  %. При увеличении частиц до 100 шт. 
ошибка составляет 4,99 и 1,85 % соответственно, 
при 1000 шт. – 3,68 и 0,58 %.

Рисунок 6 – Зависимость площади пятна 
частиц на поверхности от их диаметра 

при плотной раскладке треугольником: 
при т. р. – точном расчете; у. р. – уточненном 

расчете; г. р. – грубом расчете

Более точные значения относительной ошиб-
ки представлены на рисунке 7. Допустимый по-
рог расхождений значений в 5 % между грубым 
и точным расчетами наблюдается при количе-
стве частиц, большем 95, а между уточненным 
и точным – большем 15 шт. 

Рисунок 7 – Зависимость относительной 
ошибки расчета от количества 

распределяемых частиц при раскладке 
треугольником

На основании проведенных расчетов можно 
рекомендовать использовать менее трудоемкий 

уточненный способ при рассмотрении укладки 
частиц треугольником. 

С целью оценки правильности выполнен-
ных теоретических расчетов проведен экспери-
мент по укладке частиц измельченного зерна. 
Для этого плотно друг к другу в один слой были 
уложены частицы средним размером 0,9, 1,25, 
1,75, 2,25 и 2,75 мм в количестве не менее 100 шт. 
(рис. 8). Далее определялась концентрация ча-
стиц на единице площади. Сравнение теорети-
ческих и экспериментальных данных показыва-
ет, что ошибка растет с увеличением диаметра 
частиц (рис. 9). При диаметре частиц до 1,7 мм 
сходимость результатов выше 90 %, а при увели-
чении диаметра до 2,75 мм – снижается до 70 %. 
Это связано с большим расхождением в форме 
частицы при увеличении ее размеров. 

   
а                                       б

Рисунок 8 – Пример распределения частиц 
измельченного зерна средним диаметром: 

а – 2,75 мм; б – 2,25 мм

Рисунок 9 – Зависимость концентрации 
частиц и относительной ошибки от их 

диаметра при раскладке треугольником 

Полученные значения концентрации ис-
пользуются для определения массы навески 
при известной плотности зерновок [8]. Необходи-
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мо отметить, что данные значения концентра-
ции являются максимально возможными.

Выводы. 
1. В результате проведенных расчетных 

исследований установлено, что при расчете 
укладки частиц треугольником ошибка грубо-
го расчета относительно точного не превышает 
5 % при количестве частиц, большем 95, а меж-
ду уточненным и точным – большем 15 шт., 
и достаточно применение менее трудозатратного 
по сравнению с точным уточненного расчета. 

2. Сравнение теоретических и эксперимен-
тальных данных указывает на сходимость 
результатов выше 90  % при диаметре частиц 
до 1,7 мм и 70 % – при 2,75 мм. 
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DETERMINING THE MAXIMUM CONCENTRATION  
OF CRUSHED GRAIN PARTICLES DENSELY LAYERED IN A TRIANGLE

Sergey Yu. Bulatov1  , Alexey Yu. Isupov2, Alexander G. Sergeev3, Grigory S. Malyshev4,  
Vasily G. Krestinkov5

1,5Nizhny Novgorod State University of Engineering and Economics, Knyaginino, Russia
2N. V. Rudnitsky Federal Agrarian Research Center of the North-East, Kirov, Russia
3OOO DOZA-AGRO, Nizhny Novgorod, Russia
4Rostelecom PJSC, Nizhny Novgorod, Russia
1bulatov_sergey_urevich@mail.ru

Abstract. The research aim is to determine the maximum possible concentration of crushed grain particles 
when they are densely placed in a triangle in a single layer on the surface. We have proposed a method for 
determining the particle size of crushed grain, which is based on photographing grain samples and processing the 
resulting image. The implementation of this method implies the distribution of particles on the surface without 
their intersection. To do this, you need to know the maximum possible concentration of particles, which is achieved 
when they are layered. The article discusses three methods for calculating the area of crushed grain particles 
when they are densely placed in a triangle in a single layer on the surface. In calculations, it is assumed that the 
particles are arranged on a plane in dense rows in one layer so that the particle center of each even layer is shifted 
relative to the odd particle radius. In a "rough" calculation, all particles are placed in two rows, while the number 
of particles in the rows is the same or differs by no more than 1 particle. The refined calculation considers the 
area occupied by 3 particles, taking into account the voids around them. As for an accurate calculation, there may 
be cases with or without a residue of particles in the rows. The condition for the absence of "extra" particles is to 
divide the sum of the particles in an even and odd row by three. If this occurs, two cases are possible: the equality 
of particles in an even and odd row and the number of particles in an even and uneven row with a difference of 1 
particle. When considering all three cases, expressions are obtained for calculating the areas occupied by N number 
of particles of a given size. Comparative results of area calculations using three methods are presented, as well as a 
comparison with experimental results. It has been found that when calculating the laying of particles by a triangle, 
the error of the rough calculation relative to the accurate does not exceed 5 % with a particle number greater than 
95, and between the refined and accurate – more than 15 pieces. The use of a refined calculation, which requires 
significantly less effort compared to an accurate one, proves to be sufficient. The degree of convergence between 
theoretical and experimental findings is more than 90 % for particles with diameters up to 1.7 mm, and 70 % for 
particles of 2.75 mm diameter.

Key words: crushed grain, concentration, residue, error, area, laying, row, calculation method, column, 
triangle, particle.
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